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Stochastische Prozesse

» Bisher: Das Verhalten von DES war deterministisch.

» Jetzt: Einbeziehung von “Unsicherheit” auf der Grundlage
stochastischer Prozesse. Unsicherheit bezuglich der Funktion und

des Zeitverhaltens.

» Beispiele:

[ Modellierung nur statistisch beschreibbarer Ereignisse, wie

Telefonanrufe, Berechnungszeiten von Tasks.

[ Quantitative Analyse von Verkehrsprozessen (Zahl von
Anrufen/Zeit, ...), Warteschlangen, Computernetzwerken,

Rechnerarchitekturen.
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4.1 Grundbegriffe

= Menge 2 von Elementarereignissen
= Pr|w] bezeichnet die Wahrscheinlichkeit von w € €2

= Esmuss gelten: 0 < Pr{w] < 1und ) _,Prlw] =1.

weN

= Wahrscheinlichkeitsraum: §2 mit Pr[w] fur alle w € €
= diskret, falls {2 endlich oder abz&hlbar, sonst kontinuierlich.
= Ereignis: Teilmenge von {2

= Wahrscheinlichkeitvon FF C Q: Pr[F] = > _, Pr[w]

wek

= Ereignisse A und B heissen unabhéngig, falls
Pr[AN B] = Pr[4] - Pr[B].
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Beispiel 1

Zufallsexperiment: Werfen eines Wurfels mit 6 Seiten
> (1={0,.0,0,0,0,0}

» Pr(@] =Pr[® =-.. =Pr[@] = }
» E = “gerade Zahl’ = {@®,@,0} C )
» Pr[E] = Pr[®] + Pr[@] + Pr[@] = 1
» [ = “durch 3 teilbare Zahl’ = {©,0} C 2
» Pr[F| = Pr[®] + Pr[@] = 1

» [ und F’ sind unabhéngig, da
Pr[E N F] = Pr[@] = ¢ = Pr[E] - Pr[F].
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Beispiel 2

Zufallsexperiment: Paketlbertragung
» Jeder Ubertragungsversuch gelingt mit Wkeit p.

» Elementarereignis wj;: Es braucht ¢ Versuche bis zur ersten

erfolgreichen Ubertragung.
» ) = {wy,wy, ...} abzéhlbar unendlich
» Prwi] = p, Prlws] = (1 — p)p, Prlws] = (1 - p)*p
» Allgemein: Pr[w;] = (1 — p)ip

> Esgit: 1 (1 —p)' 'p=p 3 (1—p)' = prg— = 1
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Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Seien A, B C () Ereignisse. Es gilt:

» Pr{l] =0,Pr[Q] =1

» Pr[A] =1 — Pr[A], wobei A :=Q\ A

» Pr[AU B| < Pr[A] + Pr[B]

» Pr[AU B| = Pr[A] + Pr[B] — Pr[AN B]
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Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Seien A, B Ereignisse mit Pr[B] > 0.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B ist definiert

durch:
Pr[AN B]

Pr[A| B] := PiB]

Multiplikationssatz. Fir Ereignisse Ay, ..., A, mit
Pr[A;N---NA,] > 0gilt:

Pr[A;N---NA,] = Pr[A] - Pr[Ay | Ay]-
'PI'{A;), | AlmAg] . PI'[An | AlﬂﬂAn_l]
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Totale Wahrscheinlichkeit

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

Seien A4, ..., A, paarweise disjunkte Ereignisse und
B C A U---UA,. Dann folgt:

Pr[B] = Y Pr[B| Aj] - Pr[A)]

i=1

Bemerkung: Der Satz gilt analog fur unendlich viele paarweise

disjunkte Ereignisse A, Ao, . . ..
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Zufallsvariablen

» Eine Abbildung X : 2 — IR heisst Zufallsvariable. Wir
schreiben W als Abkiirzung fur den Wertebereich X (€2).

» Falls (2 diskret (endlich oder abzahlbar unendlich) ist, heisst auch
X diskret. Wir betrachten vorerst nur diskrete Zufallsvariablen

» Die Funktionen fx : R — [0, 1] und Fix : R — [0, 1] mit
fx(x) = Pr[X = z]und Fx(z) = Pr[X < z] heissen
Dichte(funktion) und Verteilung(sfunktion) von X.

» Erwartungswert: E[X] ==}, x- Pr[X = 7]
(falls die Summe konvergiert)

varianz: Var[X] := E[(X — E[X])?] = E[X?] — E[X]?
(falls E[X?] und E[X] existieren)

Standardabweichung: o(X) := 1/ Var[X]
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Rechnen mit Erwartungswert und Varianz

Mit a, b € R qilt fiir die transformierte Zufallsvariable a - X + b:
» Ela- X +0b =a-EX]|+0b

» Var[a- X +b] = a® - Var[X].

Linearitat des Erwartungswerts:

Fur Zufallsvariablen X1, Xo, ..., X, und
X =a X1+ +a,X,mitay,...,a, € Ryilt:

E[X] = a1 E[Xq] + - - + a,E[X,,]
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Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

» Zufallsvariablen X1, ..., X,, heissen unabhangig, wenn fir alle
(T1,...,2,) € Wy, X -+ X Wy, gilt:

Pr(X, =x1,..., X, = x,] = Pr[ Xy = 2] . ..Pr[X,, = 2,
» Fur unabhangige Zufallsvariablen X und Y gilt:
E[X - Y] =E[X]-E[Y]

Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y]
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Beispiele diskreter Verteilungen (1)

» Bernoulli-Verteilung mit Erfolgsw’keit p:
PriX=1=p, Pr[X=0=1-—p
Es gilt E[X| = pund Var[X] = p(1 — p).

» Binomial-Verteilung mit Parametern 7 und p:

Pr[X = k| = (Z)p’“(l —p)" fir0 <k <n

Es gilt E[X] = np und Var[X] = np(1 — p).
» Poisson-Verteilung mit Parameter \:
e ANk
k7
Es gilt E[X]| = Aund Var[X] = \.
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furk € Ny

Beispiele diskreter Verteilungen (2)

» Geometrische Verteilung mit Parameter p:
PriX =kl=(1—-p)*?'p firkeN

Der Erwartungswert ist

. . 1=
Die Varianz ist .

Anwendungsbeispiel: Pakettubertragung mit Erfolgsw'keit p
= Es sind im Mittel % Versuche notig, bis ein Paket erfolgreich

Ubertragen werden kann.
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4.2 Stochastische Prozesse in diskreter Zeit

» dynamisches System ~ zeitliche Folge von Zufallsexperimenten

» Zustand und Verhalten des Systems zur Zeit ¢
wird als Zufallsvariable X; modelliert. Wir betrachten nur
Prozesse mit diskreten Zufallsvariablen X; (zustandsdiskret).
» stochastischer Prozess: Folge von Zufallsvariablen (Xt)teT
= in diskreter Zeit: 7' = N

@ in kontinuierlicher Zeit: T' = Ry
» Zufallsvariablen X;, und X}, kdnnen abhangig sein.

» Markov-Prozesse: Weiterer Ablauf ist nur vom aktuellen Zustand

abhangig, nicht von der Vergangenheit.
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Beispiel: Pakettbertragung (1)

» Paketiibertragung von Rechner A zu Rechner B.
» Jede Sekunde wird ein Paket Ubertragen.

» Zufallsvariablen X; furt € Ny:

X 1 falls Ubertragung zur Zeit ¢ erfolgreich
t ==
0 sonst

» Annahme: Wahrscheinlichkeit fiir erfolgreiche Ubertragung zur
Zeit t ist nur abhangig vom Erfolg der Ubertragung zur Zeit t — 1.
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Beispiel: Pakettbertragung (2)

» Wkeit fiir Erfolg der Ubertragung zur Zeit ¢ + 1:

Pr[X;1 =0 X, =0]=08 Pr[X;y;=0]X,=1]=0.1
Pr[Xt+1 — 1 | Xt — 0] — 02 Pr[Xt+1 - 1 | Xt — 1] = 09

» Graphische Veranschaulichung durch Ubergangsdiagramm:

0.2
0.1

Kante von a nach b wird mit Pr[X;,, = b | X; = a] beschriftet.

Ablauf des Systems: Random Walk im Ubergangsdiagramm.
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Beispiel: Pakettbertragung (3)

» Ubergangsdiagramm

0.2
0.8 0.9
"
0.1

» Alternative Darstellung: Ubergangsmatrix

p_ [ Po Por | 0.8 0.2

Pio P11 0.1 0.9

Eintrag p;; entspricht Pr[X; 1 = j | X; = 1].
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Beispiel: Paketlibertragung (4)

Entwicklung des Systems Uber die Zeit:

t Pr[X; =0] Pr[X;=1]

0 0 1 Anfangszustand (vorgegeben)

1 0.1 0.9

2 0.17 0.83

3 0.219 0781  Pr[X3=1]=0.17-0.240.83-0.9
4 0.253 0.747 = 0.781

1000 0.333 0.667
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Definition: Markov-Kette

Endliche Markov-Kette in diskreter Zeit
uber der Zustandsmenge S = {0,1,...,n — 1}
= Folge von Zufallsvariablen (Xt)teNO mit Wertemenge S

@ Startverteilung ¢o = (¢oo ¢o1, - - - » Qo.n—1) Mit go; > 0 und
n—1
> ico Qo = 1.
= X,.1 hangt nur von X; ab, d.h. fur alle ¢ > 0 und alle
IC{0,1,...,t—1}undi,j, s, € S (furalle k € I) gilt:

PI'[Xt+1 :j | Xt :Z,Vk el: Xk = Sk] :Pr[XH_l :] | Xt :Z]

(Falls S = Ny, dann unendliche Markov-Kette in diskreter Zeit.)
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Zeithomogene Markov-Ketten

» Falls Pr[X;; = j | X; =i|furalle,j € S unabhéngig von ¢

ist, so heisst die Markov-Kette (zeit)homogen.
» Wir betrachten (fast) nur zeithomogene Markov-Ketten.

» Fr zeithomogene Markov-Ketten sind die Werte
pij = Pr[Xip = j | Xy =1
eindeutig definiert und ergeben die Ubergangsmatrix

P = (pz',j)ogi,j<n~
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Ablauf einer Markov-Kette

» Beobachtung einer Markov-Kette von Zeit O bis Zeit .
» Mdoglicher Ablauf: Zustande xg, T1, T2, ..., Tt,.

» Wahrscheinlichkeit fir diesen Ablauf (Musterpfad):

qO,wO-Pr[Xl = I | XO = xo}'. . -'Pr[Xto = Ty | Xt0,1 = xto,l]

0.8 0.2
0.1 09
= Wahrscheinlichkeit fiir Ablauf (1,1,0,0,1,0) ist:

Beispiel: Paketiibertragung mit P = und go = (0.5,0.5):

0.5-0.9-0.1-0.8-0.2-0.1 =0.00072
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Verweildauer

» Betrachte eine Markov-Kette, die zur Zeit t im Zustand ¢ ist.

» Modelliere die Anzahl der Zeitschritte, die die Kette ab Zeit ¢ im

Zustand 7 bleibt, als Zufallsvariable V.

» Esgilt: Pr[V; = k] = p& (1 — py)
und Pr[V; > k] = pk.

» V; ist also geometrisch verteilt.

» Beachte: Die Verweildauer ist unabhangig davon, wie lange die

Kette schon im Zustand ¢ war.
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Rechnen mit der Ubergangsmatrix (1)

» Startverteilung: gy (Zeilenvektor mit . Elementen)

» Wabhrscheinlichkeitsverteilung auf den Zustanden zur Zeit ¢:
@ = (G0, - - Qen—1) Mit q; = Pr[X, = i

» Berechnung von ¢;41 aus g;:

Qi+1,5 = PT[Xt+1 = j]

n—1

= ZPT[Xt =i -Pr[Xep =7 [ Xy =1i] = ZQt,i " Pij

=0

Geschrieben als Multiplikation Vektor mit Matrix:

di+1 = Qt‘P
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Rechnen mit der Ubergangsmatrix (2)

» Wir wissen also: ¢;11 = ¢+ P.

» Dann muss gelten: ¢; = qo - P
@=q -P=q -P-P=gqg-P?
Q3:(J2'P:CJ0'P2'P:%'P3

Qt:CIO'Pt

» Ebenso: | g1 = q; - P* furalle k > 0

» Der Eintrag in Zeile i und Spalte j von P*, bezeichnet mit

pgf) : (Pk)”, gibt die Wahrscheinlichkeit an, in & Schritten von

Zustand ¢ nach Zustand j zu gelangen.
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Chapman-Kolmogorov-Gleichungen

Kurze Exkursion: Zeitinhomogene Ketten
» pij(k,n) = Pr[X, =j | Xy =], P(k,n) = (pij(k,n))ijes-
» Betrachte Zeitpunkt u mit k < u < n:
pij(k,n) = Pr[X, = j | Xi =1
:ZPr[Xn:ﬂXu:r,Xk:z] PriX, =7 | Xi =i

res

= Pr[X, =j| X, =1]-Pr[X,=r|X; =1
res

= Zij(ua n) pzr(kau)
res

» P(k,n)= P(k,u)- P(u,n)firk <u<n.
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Transientenanalyse

Typische Fragen:
» Wie gross ist die Wkeit, nach & Schritten im Zustand j zu sein?
» Wie wahrscheinlich ist es, irgendwann von ¢ nach j zu kommen?

» Wie viele Schritte benétigt die Kette im Mittel, um von ¢ nach j zu
gelangen?

Viele dieser Fragen kénnen mit Hilfe der Gleichung
Qi = q; - PFfuralle k> 0

beantwortet werden!
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Beispiel (1)

Beispiel (2)

Rechnersystem aus 2 Computern

» In jedem Zeitschritt wird dem System hochstens ein Task

Ubergeben. Dieses Ereignis tritt mit W’keit a auf.

» Der ankommende Task wird nur bearbeitet, wenn mindestens
einer der beiden Prozessoren frei ist oder im selben Zeitschritt frei

wird.

» Falls ein Prozessor belegt ist, beendet er den Task in jedem
Zeitschritt mit W'keit b.

Modellierung als Markov-Kette mit Zustandsmenge S = {0, 1, 2}:

Po,o
Ubergangsmatrix: P11
1—a a 0
P=| b1l-a) (1—a)(1—b)+ab a(1 - b)

(1 —a) b*a+2b(1—-b)(1—a) (1—b)2+2b(1—b)a
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Beispiel (3)

Beispiel (4)

Fira = 0.5 und b = 0.7 ergibt sich:

0.5 0.5 0
P= 035 05 0.15
0.245 0.455 0.3

Sei qo = (1,0,0).
Fragen und Antworten:

» W’keit, dass System zur Zeit 3 leer ist?
g3 = (1,0,0) - P? = (0.405875, 0.496625, 0.0975)
= Pr[X; = 0] = 0.405875
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» W’keit, dass System zur Zeit 2 und zur Zeit 3 leer ist?

Pr[Xs; = 0,X; = 0] =
= PI'[XQ = 0} . PI'[X3 =0 | XQ = 0]
= ((1,0,0) - P*)o - poo = 0.425- 0.5 = 0.2125

» W’keit, dass zwischen Zeit 3 und 4 kein Task beendet wird?

Pr[“keiner fertig zwischen 3 und 4”]
2

= Z Pr[*keiner fertig zwischen 3 und 4" | X3 = j] - ¢35
=0

=1-gso+ (1—b)-gs1+(1—0)*gsz

=1-0.405875 + 0.3 - 0.496625 4 0.09 - 0.0975 ~ 0.564
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Ubergangszeit

» Definition: Ubergangszeit (engl. hitting time)
Zufallsvariable T;; := min{n > 1 | X,, = j,wenn X, = i}
(falls Zustand j nie erreicht wird, setze 7;; = 00)

» h;; = E[T};] ist die erwartete Ubergangszeit von i nach j.

» fi;:= Pr[T;; < oo] ist die Ankunftswahrscheinlichkeit von i
nach j.

Eidgendssische Technische Hochschule Ziirich Institut fir

Swiss Federal Institute of Technology Zurich

Ecole polytechnique fédérale de Zurich 33 Technische Informatik und
Politecnico federale di Zurigo Ki

ommunikationsnetze

Beispiel

1.0

0.5

» To1 = T = Ths = o0
» Tioist1, falls X; = 0, und oo, falls X; = 2

< fio =0.5 und hyg =E[T};)] =05-14+0.5-00 =00
» h3p =05-1+052-24+05%-34--- =

0.5 32,051 i =05 bz =2
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Berechnung der erwarteten Ubergangszeiten

Lemma. Fir die erwarteten Ubergangszeiten gilt fur alle i, j € S

hij =1+ Z Pirhij,
k:k#£j

falls die Erwartungswerte /;; und hy; existieren.

Fir die Ankunftswahrscheinlichkeiten gilt analog

fij =pij + Z Pikfrj-

k:k#£j
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Beweis

Beweis. (nur fiir h;; = 1 + Ek:k# Pirhi;)

hij = E[T;] =Y _E[Ty | X1 = k] pa

kesS
= E[T; | Xi=4]-p;+ > E[T; | X1 =k pa
k:k#£j
k:k#j
= 1+ ZE[Tkj] pik =1+ Z Pirhi;
k£ k:kj
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Anwendung auf das Beispiel

1.0

e 05

0.5

Wende hi; = 14>, pihij aufi, j € {2,3} an:
h22:1+h32 h32:1+0.5'h32
h23:1 h33:1+0.5'h23

Loésen des Gleichungssystems liefert:
h23 = ]_, h33 = ].5, h32 = 2und h22 =3.

(Analog: foo = f33 = foz = f32 = 1.)
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Stationare Analyse

» Reale dynamische Systeme laufen oft Uber eine lange Zeit.
» Betrachte Verhalten fur t — co.

» Wabhrscheinlichkeitsverteilung auf den Zustanden der

Markov-Kette zur Zeit ¢ ist ¢, = ¢ - P!. Konvergenz?

» Intuitiv klar: Falls g; fir £ — 0o gegen einen Vektor 7 konvergiert,
so sollte 7 die Gleichung m = 7 - P erfiillen.

» Definition. Ein Zustandsvektor 7 mit 77; > 0 und Zjes m=1
heisst stationare Verteilung der Markov-Kette mit

Ubergangsmatrix P, falls m = 7 - P.

» Die stationare Verteilung 7 ist ein Eigenvektor von P zum

Eigenwert 1.
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(Nicht-)Eindeutigkeit der stat. Verteilung

» Ubergangsdiagramm einer Beispiel-Markov-Kette:

0.3
ol O O @ o
0.7
1 0 0
» Ubergangsmatrix: P = | 0.7 0 0.3
0 0 1

» Diese Markov-Kette besitzt mehrere stationare Verteilungen:
zum Beispiel (1,0,0) und (0,0, 1) und (0.5,0,0.5)

» Ursache: Zustande 0 und 2 sind “absorbierend”.
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Irreduzible Markov-Ketten

Definition. Eine Markov-Kette heisst irreduzibel, wenn es fiir alle
(n) > 0

Zustande ¢, j € S eine Zahln € N gibt, so dass p;;

Satz. Eine irreduzible endliche Markov-Kette besitzt eine eindeutige

stationare Verteilung 7 und es gilt m; = 1/h]~j furalle j € S.

Frage: Konvergiert eine irreduzible endliche Markov-Kette immer

gegen ihre stationare Verteilung?
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Konvergenz?

Frage: Konvergiert eine irreduzible endliche Markov-Kette immer

gegen ihre stationare Verteilung? NEIN!

1.0

OO

1.0

Diese Kette ist irreduzibel und endlich, aber der Zustandsvektor g;

konvergiert nicht unbedingt fir ¢ — oc:
9 = (1,0),q1 = (0,1), 2 = (1,0), g3 = (0, 1), ...

Ursache: Periodizitat!
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Aperiodische Markov-Ketten

» Die Periode eines Zustands j € S ist die grosste Zahl £ € N, so
dass gilt:

(neNy|pl >0} C{i-€]ieNy}

JJ
» Ein Zustand mit Periode & = 1 heisst aperiodisch.

» Eine Markov-Kette heisst aperiodisch, wenn alle Zustande

aperiodisch sind.

» Nutzliche Testbedingung: Zustand j ist aperiodisch, falls eine
der beiden folgenden Bedingungen gilt:
= pj; >0
@ dn,m e N: pgT),pE.?) > 0und ggT(m,n) =1
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Ergodische Markov-Ketten

» Irreduzible, aperiodische Markov-Ketten heissen ergodisch.

Fundamentalsatz fur ergodische Markov-Ketten

Fir jede ergodische endliche Markov-Kette gilt unabhéngig vom
Startzustand

lim ¢, =,
t—o0

wobei 7 die eindeutige stationdre Verteilung der Kette ist.
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Beispiel: Rechensystem mit 2 Computern

Po,o D22

0.5 0.5 0
Ubergangsmatrix P = 0.35 0.5 0.15
0.245 0.455 0.3

» Kette ist aperiodisch und irreduzibel, also ergodisch.

» Aus m = wP und 7y 4+ m + w5 = 1 erhalt man die eindeutige
stationare Verteilung: 7 = (0.399, 0.495, 0.106)
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Beispiel: Paging (1)

Modellierung eines Paging-Systems

» Hauptspeicher eines Rechners mit n logischen Seiten und

m < n physikalischen Seiten.

» Zugriff auf logische Seite o, die nicht im physikalischen
Hauptspeicher ist = o wird von Platte geladen, eine andere

Seite wird aus dem physikalischen Hauptspeicher verdrangt.

» Zufallsvariable M; gibt an, auf welche der n logischen Seiten zur

Zeit t zugegriffen wird.

» Annahme: M; unabhangig von £ und von Zugriffen in anderen
Zeitschritten, also Pr[M; = i] = (; fur 1 < ¢ < n, wobei

Z?:1 ﬁz =1
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Beispiel: Paging (2)

» Betrachte Paging-Strategie LRU (least recently used): Die Seite,

die am langsten nicht mehr zugegriffen wurde, wird verdrangt.
» Modell des Paging-Systems: Markov-Kette in diskreter Zeit.

» Zustand s; zur Zeit t: Menge der m im phys. Hauptspeicher
befindlichen logischen Seiten nach Zugriff zur Zeit ¢t — 1.

» Betrachte Spezialfall m = 2: Zustand s; zur Zeit t ist Paar
s¢ = (i,7), wenn i und j die Seiten im physikalischen Speicher
sind und zuletzt auf ¢ zugegriffen wurde (zur Zeit t — 1).
(i,7) falls My =1
» Wenns, = (i,7),dann 541 = ¢ (4,4) falls M, = j
(k,i) falls My =k
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Beispiel: Paging (3)

Furm = 2 und n = 3 erhalten wir folgende Ubergangsmatrix P:

(1,2) (2,1) (1,3) (3,1) (2,3) (3,2)
(L2) ] 5 2 0 s 0 0
2,1) | b B2 0 0 0 B3
(L,3)) 0 B2 b1 B3 0 0
3,1 0 0 B B Do 0
(2,3)
(3,2)

B 0 0 0 2 B3
0 0 B 0 B2 B3
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Beispiel: Paging (4)

» Markov-Kette ist irreduzibel und aperiodisch, also ergodisch.

» Durch Lésen des Gleichungssystems m = 7 - P,
> (ijyes ) = 1 erhalt man:
BB
1—6,

» Wahrscheinlichkeit, dass im Zustand (i, j) eine Seite

M(ig) =

nachgeladen werden muss, ist 1 — (3; + [3;).

» Uber lange Zeit ist in jedem Zeitschritt die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Seite nachgeladen werden muss, gegeben durch:

> (-6 )
(i,j)€S ¢
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Vektor-Ketten

4.3 Stoch. Prozesse in kontinuierlicher Zeit

» Prozesse, bei denen X, nicht nur von X;_; abhéngt, sondern

auch von X;_o, ..., X;_, sind keine Markov-Prozesse.

» Sie konnen aber in Vektor-Ketten mit Markov-Eigenschaft

umgewandelt werden.

» Beispiel: Der Prozess mit Zustandsmenge S = Z und
X; = X;_1 — X;_ erfiillt nicht die Markov-Bedinung.

» Der Vektorprozess mit Zustandsvektoren Z; = (X;, X;_1)7
erfullt die Markov-Bedingung:
X 1 -1 X1 1 -1

Zy = = . = L4
X1 1 0 X, o 1 0
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Stochastische Prozesse in kontinuierlicher Zeit

» Oft missen diskrete Ereignis-Systeme betrachtet werden, bei
denen die Ereignisse zu beliebigen Zeitpunkten eintreten kdnnen

(d.h. in kontinuierlicher Zeit).

» Im Weiteren:
<« Kontinuierliche Zufallsvariablen
<« Markov-Ketten in kontinuierlicher Zeit

< \Warteschlangen
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Kontinuierliche Zufallsvariablen

» Einer kontinuierlichen Zufallsvariable X liegt der kontinuierliche

Wahrscheinlichkeitsraum €2 = R zugrunde.

» X ist definiert durch eine integrierbare Dichte (auch:
Dichtefunktion) fx : R — R{ mit der Eigenschaft

/_fo(ﬂﬁ)dﬂj =1

» Jeder Dichte fx kann eine Verteilung (auch: Verteilungsfunktion)

F'x zugeordnet werden:
Fy(z) = Pr{X < ] = / Fe(t)dt

) o PI‘[G <X < b] = f(a,b] fx(l'> dx = Fx(b) — Fx(a)
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Erwartungswert und Varianz

» Zur Berechnung von Erwartungswert und Varianz einer
kontinuierlichen Zufallsvariable X ersetzen wir die Summen aus
dem diskreten Fall durch Integrale.

> E[X] = /Oot-fx(t) dt,

falls [ |t|- fx () dt endlich.
S It - fx(t)

> VarlX) = B[(X - EX)? = [ (- BXDR - fr()dt

—00

falls E[(X — E[X])?] existiert.

» Kontinuierliche Zufallsvariablen X und Y heissen unabhangig,
falls Vo,y € R Pr[X <,V <y] =Pr[X < z| - Pr[Y <y
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Beispiele

Beispiele kontinuierlicher Verteilungen

» Gleichverteilung auf [a, b]:

L fallsa<z<b

0, sonst

E[X] = %2, Var[X] = ¢zo°

» Normalverteilung mit Parametern p und o

o= o (o27)

2ro

E[X] =p, Var[X]= o2

Exponentialverteilung (1)
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Exponentialverteilung mit Parameter A > 0

A-e™™M fallsz >0

Y

» Dichte fx(z) =
0, sonst

_ _ 1—e™® fallsz >0
» Verteilungsfunktion F'y (z) =
0, sonst
» Gutes Modell fir: ™ Dauer von Telefongesprachen
m» Zwischenankunftszeiten von Anfragen

m Ausfiihrungszeiten von Tasks
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Exponentialverteilung (2)

Eigenschaften der Exponentialverteilung

» Gedachtnislosigkeit: Fur alle z,y > 0 gilt:
PriX >z +y| X >y]=Pr[X > 1]

» Skalierung: Falls X exponentialverteilt mit Parameter )\, so ist
fur a > 0 die Zufallsvariable Y := a.X exponentialverteilt mit

Parameter \/a.

» Warteproblem: Falls X1, ..., X, unabhangig und
exponentialverteilt mit Parametern Ay, ..., A,, dann ist
X :=min{X,,..., X, } exponentialverteilt mit dem Parameter
M4+ A
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Ereignissysteme in kontinuierlicher Zeit

Diskrete Ereignissysteme in kontinuierlicher Zeit

» In vielen Systemen ist es unnatrlich, Ereignisse nur zu diskreten
Zeitpunkten zuzulassen:
= Ankunft von Paketen in einem Router
= Auftreten von Anfragen an einen Server

» Um stochastische Prozesse in kontinuierlicher Zeit zu
modellieren, konnen wieder Markov-Ketten verwendet werden:

< Zustandslibergéange nicht nur zu diskreten Zeitpunkten
zulassen, sondern exponentialverteilte Aufenthaltsdauern

annehmen!
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Markov-Ketten in kontinuierlicher Zeit (1)

Endliche Markov-Kette in kontinuierlicher Zeit
uber der Zustandsmenge S = {0,1,...,n — 1}:
= Folge von Zufallsvariablen (X(t))teRJ mit Wertemenge .S

@ Startverteilung ¢(0) = (¢o(0), ¢1(0), - .., gn_1(0)) mit
6(0) 2 0 und 070 i(0) = 1.

= Markov-Bedingung: Fir alle k& € Ny und beliebige
0<ty<ti <---<ty<tunds,sg,...,S, €S gil:

PriX(t) =s | X(tk) = sk, X (tk—1) = Sk—1, ..., X (to) = So]
=Pr[X(t) = s | X(tr) = si]

(S = Ny = unendliche Markov-Kette in kontinuierlicher Zeit.)
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Markov-Ketten in kontinuierlicher Zeit (2)

» Bemerkung: Aus der Markov-Bedingung (Gedachtnislosigkeit) fur
die Markov-Kette kann man folgern, dass die Aufenthaltsdauern in

den Zustanden exponentialverteilt sein mussen.
» Falls Pr(X(t+u) =j | X(t) =1i] = Pr[X(u) =7 | X(0) =1]
furalles,j € Sundt,u € ]R(}L so heisst die Markov-Kette

zeithomogen.

» Wir betrachten im Folgenden ausschliesslich zeithomogene

Markov-Ketten.
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Beispiel

Beispiel einer Markov-Kette in kontinuierlicher Zeit:

A
“betriebsbereit” “kaputt”
7

» Aufenthaltsdauer in Zustand 0 ist exponentialverteilt mit
Parameter .

» Aufenthaltsdauer in Zustand 1 ist exponentialverteilt mit

Parameter [t
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Zustande mit mehreren Nachfolgern (1)

Gleichwertige Sichtweisen:

@ Zzustand 0 hat Aufenthaltsdauer exponentialverteilt mit Parameter
A. Wenn Zustand 0 verlassen wird, so werden die Nachfolger mit

Wabhrscheinlichkeit p1, p2, p3, P4 ausgewahlt, p; + po + p3 + ps = 1.

@ Es werden gleichzeitig vier Werte zuféllig bestimmt gemass
Exponentialverteilungen mit Parametern \; bis \4, wobei
N = A-p;furi = 1,2, 3, 4. Der kleinste Wert “gewinnt”.
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Zustande mit mehreren Nachfolgern (2)

Allgemein bedeutet das:

» Jeder Zustand ¢ € S hat eine exponentialverteilte

Aufenthaltsdauer mit Parameter v;.

» Wenn Zustand ¢ € S verlassen wird, so wird mit
Wahrscheinlichkeit p;; der Nachfolgezustand j € S

angenommen, wobei p; ; = 0 und Zjespi,j = 1.

» Die Ubergangsrate von Zustand i nach j istals v; j 1= v; - p; ;

definiert.

» Esgiltfir: € S: Z]‘es Vij = U
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Aufenthaltswahrscheinlichkeiten (1)

Bestimmung der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
» Startverteilung ¢(0): ¢;(0) = Pr[X(0) = i|furi € S
» Verteilung zur Zeit ¢: ¢;(t) = Pr[X(t) =i] furi € S

» Die Anderung der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten kann durch

Differentialgleichungen fiir alle ¢ € .S beschrieben werden:

d
a%‘(t) = Z (1) - vii — qi(t) - vi
v Ja7i ., Abfluss

Anderung ufies
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Aufenthaltswahrscheinlichkeiten (2)

d
%) = Z q;(t) - vii — ai(t) - vs
Ju#e
» Losung dieser Differentialgleichungen ist meist aufwandig.

= Betrachte Verhalten des Systems fir ¢ — 00.

= Falls die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten gegen eine stationare

Verteilung konvergieren, so muss %qi(t) = () gelten.

= Man erhalt fur ¢ — oo ein lineares Gleichungssystem, das von

einer stationdren Verteilung 7 erfullt werden muss:

0= E Ty Vg — T4 Vi, furalle? € S
Jij#i
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Irreduzible Markov-Ketten

» Ein Zustand j ist von ¢ aus erreichbar, wenn es ein t > 0 gibt mit
Pr[X(t)=j| X(0)=1i] > 0.

» Eine Markov-Kette, in der jeder Zustand von jedem anderen aus

erreichbar ist, heisst irreduzibel.

Satz. Fir irreduzible Markov-Ketten existieren die Grenzwerte

m; := lim ¢;(¢)

t—o0

fir alle ¢ € S und ihre Werte sind unabhangig von ¢(0).
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Berechnung der stationaren Verteilung

Im Beispiel: A
o’

Gleichungssystem:
0 = W T — A N
0 = ANmg—p-m

Zusammen mit my + 7, = 1 erhalt man:

I A
Ty = ——— T = —

A A+
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Warteschlangen (1)

Warteschlangentheorie

» Besonders wichtige Anwendung von Markov-Ketten mit
kontinuierlicher Zeit.

» Systeme mit Servern, die Jobs abarbeiten

» Ankunftszeiten der Jobs und Bearbeitungsdauern auf den

Servern werden als Zufallsvariablen modelliert.

» Jobs, die ankommen, wenn alle Server belegt sind, werden in

eine Warteschlange eingefuigt.

» Ein freiwerdender Server wahlt einen neuen Job aus der
Warteschlange zur Bearbeitung aus (hier: FCFS, “first come, first

serve,” aber andere Strategien denkbar).
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Warteschlangen (2)

» Beispielanwendung: Paketverzogerung in Datennetzen (Pakete =

Jobs), Antwortzeiten von Tasks in Rechenzentren, ...
» Interessante Grossen wie

= durchschnittliche Anzahl Jobs im System

= durchschnittliche Verzogerung (Antwortzeit, Systemzeit,

Aufenthaltsdauer) der Jobs

werden in Abhangigkeit von der Ankunftsrate (mittlere
Anzahl ankommender Jobs pro Zeiteinheit) und den
Bearbeitungsdauern analysiert, wobei das System

Uber lange Zeit betrachtet wird.
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Kendall-Notation X/Y/m/...

» X steht fiir die Verteilung der Zwischenankunftszeiten (Zeiten

zwischen zwei ankommenden Jobs).

» Y steht fiir die Verteilung der reinen Bearbeitungszeiten (d.h.

ohne Wartezeit) der Jobs auf dem Server.

» Die Zwischenankunftszeiten und Bearbeitungszeiten sind

unabhéangige Zufallsvariablen.
» 1 steht fir die Anzahl der Server.

» Die Verteilungen fiir X und Y werden angegeben als:

= “D” fir feste Dauer (engl. deterministic)
= “M” fiir exponentialverteilt (engl. memoryless)
= “G” fiir beliebige Verteilung (engl. general)
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Der Poisson-Prozess

» Im Fall von exponentialverteilten Zwischenankunftszeiten (mit
Parameter )\) ist der Ankunftsprozess der Jobs ein

Poisson-Prozess mit Rate \.
» Die Anzahl ankommender Jobs in einem Intervall der Lange T ist
namlich Poisson-verteilt mit Rate A7

A n
Pria(t+7)—a(t) =n] = e*’\T@, firn=0,1,2,...
n!

Ela(t+71)—a(t))=A-7
» Poisson-Prozesse sind ein gutes Modell fur die Ankunft von

Paketen, Anfragen, Telefongesprachen, Jobs, etc., die von vielen

unabhéangigen und éahnlichen Benutzern erzeugt werden.
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M/M/1-Warteschlangen

Die M/M/1-Warteschlange

» Zwischenankunftszeiten und Bearbeitungszeiten exponential-

verteilt mit Parameter A (Ankunftsrate) bzw. 1 (Bedienrate).
_ _ A
» Definition: Verkehrsdichte p := —
I

» Modellierung als Markov-Kette in kontinuierlicher Zeit:
= Zustand: Anzahl Jobs im System (Warteschlange + Server)
= Zustandsmenge S = Nj
= (Ubergangsrate von ¢ nach 7 + 1 ist \.

= Ubergangsrate von ¢ > 0 nach i — 1 ist p.
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M/M/1: Stationare Verteilung (1)

A A A A
© D @ =@ -
I I I I

Gleichungssystem fiir stationare Verteilung 7:

0 = p-m —Amg

0 = Nmpg+p-mpr — A+ p)mg, furallek > 1
Umformen liefert:
o Thgl = AT = T — Ny =--=fh-m —A-m9 =0

S Th= AT =0T =p M = T = pr

M/M/1: Stationare Verteilung (2)
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Wir wissen: 7, = p¥ - g fiiralle k > 0

> Falls p > 1,istm = (0,0, ...) die einzige Losung. Das System

konvergiert nicht, die Warteschlange wéchst ins Unendliche.

= Falls p < 1, so rechnen wir:

o0 o0 1
1:Z7Tk:7rg-2pk:7ro-ﬂz>ﬂ0:1—p
k=0 k=0

Das System konvergiert gegen eine stationare Verteilung m mit
7= (1 — p)pfiralle k > 0.

Die mittlere Auslastung des Serversist 1 — my = p.
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M/M/1: Anzahl Jobs im System (1)

M/M/1: Anzahl Jobs im System (2)

» Sei N der Erwartungswert der Anzahl der Jobs im System

(Warteschlange + Server).

» In der stationaren Verteilung ergibt sich:

N = Y kem=Y kl—pp=0—-ppd k"
k=0 k=0 k=0

1 p A
1— = =
( p)p(l—p)2 l—p =2

Die Varianz der Anzahl Jobs im System ist ﬁ.

60

50

»
o
T

Mittlere Anzahl Jobs im System
N w
o o
T T

10 |

0 L 1 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Verkehrsdichte
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Little’s Law — Definitionen

Little’s Law — Mittelwerte Uber die Zeit

» N(t) := Anzahl Jobs im System (Warteschlange + Server) zur
Zeit t.

» «(t) := Anzahl Jobs, die in [0,t] angekommen sind.
» T, := Antwortzeit des i-ten Jobs (Wartezeit + Bearbeitungszeit).

Berechne Durchschnittswerte bis zur Zeit :

1t t o) 7
N, = —/ N(7)dr, A = &, T = 721:1
t ), t a(t)

Betrachte Grenzwerte flr ¢ — 00:

N := lim Ny, A= lim A, T := lim T,
t—o0 t—o0 t—o0
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| Formel von Little

Falls die Grenzwerte
N = lim N, A= lim A, T := lim T3,
t—o00 t—o0 t—00
B)
t
die Anzahl der in [0, t] beendeten Jobs ist, so gilt:

Bemerkung: Die Formel von Little gilt auch fur andere Server-Strategien als

existieren und auch lim;_, . existiert und gleich \ ist, wobei 3(t)

FCFS.
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Beweisidee zur Formel von Little

N(7) : |

PN WA

t
Annahme: N (0) = 0 und N () = 0 fur unendlich viele, beliebig

o(t) t
t 1 1
grosse t. Dann gilt: —ai ) = 9 : E: T; = n /0 N(r)dr

~—_——
t S———
ﬂ) >\ t—>oo} T t—>ﬂoo N
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Little’s Law — Stochastische Variante

Betrachte den Ablauf des Systems als stochastischen Prozess mit

gegebener Startverteilung. Falls die Grenzwerte

N=-lmEN®,  T-lmEZ], A= lm oo

t—o00 1—00 t—o0 t

existieren, so gilt:

N:A-Tl

Bemerkung 1: Die Formel von Little gilt fir beliebige Verteilungen der

Zwischenankunftszeiten und der Bearbeitungszeiten.

Bemerkung 2: Meist gilt N = N und 7" = T mit Wkeit 1.
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Little’s Law und M/M/1-Warteschlangen

Mit N = ﬁ und der Formel von Little erhalten wir:

1 p 1
»T:—N: = ,
A AML=p) p—2A

wobei 1" die mittlere Antwortzeit eines Jobs im

Gleichgewichtszustand des Systems ist.

1 p P
»W:T——: = ,
poopu(l—p) p—2A

wobei W die mittlere Wartezeit (ohne Bearbeitungszeit) eines

Jobs im Gleichgewichtszustand des Systems ist.

» Ng =W = 1’%, wobei [V die mittlere Anzahl Jobs in der

Warteschlange ist.
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Anwendungen der Formel von Little (1)

Pakete in einem Datennetz

» Pakete werden an n Knoten in einem Netz mit Ankunftsraten \q,

A2, ..., A, erzeugt.

» Jedes Paket wird im Netz zu seiner Zieladresse geleitet und dort

aus dem Netz entfernt.
» Sei N die durchschnittliche Zahl von Paketen im Netz.
» Mit der Formel von Little lasst sich die durchschnittliche
Paketverzégerung berechnen als:

N
Z?:1 Ai

T =
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Anwendungen der Formel von Little (2)

Ein geschlossenes Warteschlangensystem
» System mit K Servern und Platz fir N > K Jobs

» System sei immer voll (N (¢) = N). Wenn ein Job abgearbeitet
ist und das System verlasst, kommt sofort ein neuer Job an.

» Alle K Server bearbeiten durchgehend Jobs.

» Mittlere Bearbeitungszeit ist X.

Bestimmung der mittleren Antwortzeit 7"

» N = \T (Formel angewendet auf ganzes System)
» K = \X (Formel angewendet auf K Server)

N N-X
v I'=3=7%
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Anwendungen der Formel von Little (3)

Variante des Systems:
» Jobs kommen mit Rate \ an.
» Jobs werden abgewiesen, wenn bereits N Jobs im System sind.
Analyse des Anteils abgewiesener Jobs:
» K = mittlere Anzahl aktiver Server
» (5 = Anteil abgewiesener Jobs
» Formel von Little = K = (1 — B)AX
> 15

- (untere Schranke fur [3)

B=1_ K
» Also: =1 e

AX
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Durchsatzanalyse fur Time-Sharing (1)

» System mit N Terminals, die mit einem Time-Sharing Computer
verbunden sind.

» Benutzer an einem Terminal verhalten sich folgendermassen:
® nachdenken (im Mittel R Sekunden)

@ an den Computer einen Job abschicken, der im Mittel
Ausfithrungszeit P hat

® auf die Beendigung des Jobs warten

@ System verlassen

» Im Computer werden die Jobs in einer Warteschlange eingereiht
und von einer CPU abgearbeitet.

» Ziel: maximal erreichbaren Durchsatz )\ abschatzen!
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Durchsatzanalyse fur Time-Sharing (2)

Schematische Darstellung des Systems:

Computer

Annahme: freiwerdende Terminals werden sofort wieder belegt

= immer genau /N Benutzer im System
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Durchsatzanalyse fur Time-Sharing (3)

>

A
Computer
B

Terminal 2
A = c

» Esgilt A = Y wobei T = mittlere Aufenthaltszeit. (Formel von

Little angewendet auf System zwischen A und C)

» EsgiltT = R+ D, wobei D € [P, N - P] die mittlere Zeit vom

Abschicken eines Jobs bis zu seiner Erledigung ist.

<A<

» Somit gilt: R+NP < R+P

» Klar: A < %, da mittlere Ausfiihrungszeit P ist.
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Durchsatzanalyse fur Time-Sharing (4)

14 T

P ——

N/(R+P)
IS
12 4
1
B
et
Goost e B
z
g o6f g
3 :
04p ¢S 4
02 g
0 3 L L L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Anzahl N von Terminals
Maximal erzielbarer Durchsatz erfillt R+NP < A < min {R+P, g
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Birth-and-Death Prozesse

» Verallgemeinerung der Markov-Kette der M/M/1-Warteschlange:
Ao A1 Ag A3

© & OOt

M1 M2 M3 My

» Gleichungssystem fur den Gleichgewichtszustand:

0 = Nec1Tp—1 + Mht1Thr — (e + pg) g fir k> 1,
0 = pm — X7
k=1
» Auflosen liefert m, = g - | | —— fir k > 1.
o Mi+1

1
1y
L+ s [Tico T

» Mity > m; = 1 ergibt sich my =
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Beispiel 1: Beschrankter Warteraum

M/M/1-Warteschlange mit nur n Platzen

Neue Jobs werden abgewiesen, wenn bereits n Jobs im System sind.
Es ergibt sich der folgende Birth-and-Death Prozess:

1 1

Wir erhalten:

T = pk-7r0 furl <k <n
1 P
B 1 B g furp=1
To = S5 1—
Dico P —PL_  sonst

1,pn+1
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Beispiel 2: Beschrankte Benutzerzahl

Anfragesystem mit M Terminals und einem Server

M (M-1)A (M =2)A A
—
H 2 w H
Wir erhalten:
k—1 .
MM —
T, = 770-1_[u firl<k< M
i=0 K
1
o —
M
Lo (3) - ne

(M =k +1).
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Das M/M/m-System (1)

System mit einer Queue und m Servern (z.B. Call-Center)
A A A A A A A
I 2 3 (m=1)u mu mu mu

Wir erhalten mit p := = < 1

B Wo-u;\fck!zﬁo-(pz)k furl <k <m

e WO'W:WO-’?IZZ”% furk >m

ﬂ 1 B 1
RS S O S T S L

e Hochschule Zrich i
inology Zurich Institut fiir
icl 90 Technische Informatik und
Kommunikationsnetze

Das M/M/m-System (2)

Die Wahrscheinlichkeit PQ, dass ein ankommender Job in der

Warteschlange des M/M/m-Systems warten muss, ist also:

%) %) E m
mop m
R S
k=m k=m ’

= p =
Z 1 = p)

(pm)™/(ml(1—p))

= |Fe = S o Gpm) (rp = 5 <1
k=0 + m!(1—p)

Diese Formel wird nach A.K. Erlang (1878-1929) die

Erlang C-Formel genannt.
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Das M/M/m-System (3)

Nun kdnnen wir aus PQ weitere Grossen ableiten:

» Fur NQ (erwartete Anzahl von Jobs in der Warteschlange)

erhalten wir:
0 m+km
NQ = E *Tm+k = E k- o
oo 1,,,m
pmmm i pm—l— m
= T ko® = mg———-—
" ml Z P “ml(1 = p)?
k=1
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Das M/M/m-System (4)

» Fur W (mittlere Wartezeit in der Queue) erhalten wir mit der

Formel von Little:
No

—py P 25
A A1=p)  AMl=0p)

» Die mittlere Antwortzeit 7" ist dann:

1 ,OPQ 1 PQ 1
T=W+—-—=—"f—=— %} =
po AMl=p) p mp—X  p

» Erneute Anwendung der Formel von Little liefert die mittlere

Anzahl N von Jobs im System:

P, P,
Noar= e A rRe
mp—A  p —p
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Das M/M/m/m-System (1)

» System mit m Servern und maximal m Jobs im System.

» Jobs, die ankommen, wenn alle m Server belegt sind, werden

abgewiesen.

» Klassisches Modell fiir Analyse von Leitungsvermittiung im
Telefonnetz:
= Ankunftsrate von Telefongesprachen \.
= Gesprachsdauern exponentialverteilt mit Parameter p.
= Kapazitat fir m gleichzeitige Telefongesprache.

= Anzahl Benutzer ist viel grosser als m.

Eidgenéssische Technische Hochschule Zirich )

Swiss Federal Institute of Technology Zurich . Institut fur
Ecole polytechnique fédérale de Zurich 94 ' Technische Informatik und
Politecnico federale di Zurigo Kommunikationsnetze

Das M/M/m/m-System (2)

Modellierung als Birth-and-Death Prozess:

A A A A
— —
m ()
1 24 (m—1)u myi
Wir erhalten:

AN\ 1o
m,=m-|—) — furl <k <m
k!
1 !

Mit >~ T, = 1 ergibt sich:

o

e (2)'
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Das M/M/m/m-System (3)

Die Blockierungswahrscheinlichkeit (W’keit, dass ein neu

ankommender Job abgewiesen wird), ist damit:
A\
I m!
Tm =" k.
s (A) 1
k=0 \ 1) &

Diese Formel ist als Erlang B-Formel bekannt.

Bemerkung: Die Erlang B-Formel gilt auch fir M/G/m/m-Systeme
(d.h. wenn die Bearbeitungszeiten (Gesprachsdauern)

Erwartungswert 1/,u haben, aber ansonsten beliebig verteilt sind).
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Warteschlangen-Netzwerke

e Warteschlangen-Netzwerke sind Graphen, bei denen die Knoten
Warteschlangen-Systeme darstellen (z.B. M/M/1), und gerichtete

Kanten die Jobs von einem Knoten zum nachsten fuhren.

e Man unterscheidet zwischen offenen und geschlossenen
Warteschlangen-Netzwerken:
— Offene Netzwerke erlauben, dass Jobs von aussen zum

Netzwerk dazustossen oder das Netzwerk verlassen.

— Bei geschlossenen Netzwerken sind die Jobs im Netzwerk
gefangen; die Anzahl der Jobs im Netzwerk bleibt deshalb

konstant.

Burke’s Theorem

e Gegeben ein M/M/m (m = 1, ..., 00) System mit Ankunftsrate
. Wir nehmen an, dass das System im stationaren Zustand
gestartet wird. Dann ist der Ausgangsprozess (der Prozess, der
das System verlésst) auch ein Poisson-Prozess mit Rate \.

o Dank Burke’s Theorem kann man direkt

Warteschlangen-Netzwerke analysieren.

e Allerdings muss man vereinfachend annehmen, dass die
Servicezeit eines Jobs beim betreten jedes weiteren

Warteschlangen-Systems wieder unabhangig ist.

e \Wenn man diese vereinfachende Annahme nicht trifft, kann bisher
schon ein einfaches Tandem-System (zwei M/M/1 Systeme in

Serie) nicht analysiert werden.
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Jackson’s Theorem fur offene Netze

Simulation

e Jobs kommen bei Knoten j als Poisson-Prozess mit Rate 7 von

aussen an.

e Jobs verlassen Knoten ¢ mit Wahrscheinlichkeit p;; Richtung
Knoten 7, oder verlassen das Netzwerk mit Wahrscheinlichkeit
Di,exits WODEI D ezit + Ew pij = 1.

e Dann ist der gesamte Ankunftsprozess bei Knoten j gegeben
durch:

)\]’ = T‘j + Z )\zpz]
Vi
e Die Losung dieses linearen Gleichungssystems ergibt direkt die
gesamten Ankunftsraten )\j.

e Geschlossene Netze sind etwas komplexer...
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e Kompliziertere und realistischere Warteschlangen-Systeme und
-Netzwerke werden in der Regel simuliert. Eine vereinfachte
Analyse (z.B. M/M/1) kann aber schon einen ersten Eindruck

vermitteln.

e Zum Thema Simulation verweise ich auf die Vorlesung Informatik
2 von Prof. Mattern (Skript ab Seite 225).

e “And now for something completely different...”
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